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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Barttomieja Zawalskiego pt.
Application of algebraic methods in geometric tomography

Rozprawa Pana mgr. Barttomieja Zawalskiego umocowana jest w teorii rekonstrukcji
wlasnosci geometrycznych cial wypuktych w przestrzeniach euklidesowych z informacji do-
tyczacych wlasnosci geometrycznych przekrojéw 6w ciat z hiperptaszczyznami (badz pod-
przestrzeniami o wiekszym kowymiarze); ten dziat analizy wypuklej nazywany jest czasem
geometryczng tomografia, stad tytut rozprawy.

Rzeczona rozprawa zostata przedstawiona w Instytucie Matematyki PAN w Warszawie
(promotorem jest Pan dr hab. Michal Wojciechowski). Liczy ona 64 stron i skada sie ze
strony tytutowej, strony z dedykacja, spisu tresci, oméwienia wynikéw, 43 stron podzielonych
na trzy rozdzialy zawierajace zasadnicze wyniki oraz pieciu stron dodatku omawiajacego
zastosowanie technik komputerowych obliczen symbolicznych. Rozdziat pierwszy bazuje na
opublikowanej pracy autora:

e B. Zawalski, On star-convex bodies with rotationally invariant sections, praca opubli-
kowana elektronicznie w Beitrdge zur Algebra und Geometrie (2023), 15 ss.
doi.org/10.1007/s13366-023-00702-1

Rozdziat drugi wykorzystuje wyniki zawarte w przeddruku

e B. Zawalski, A concise formula for the Hessian determinant of a function parameteri-
sing a quadratic hypersurface, (2022), 6 ss. arxiv.org/abs/2203.04082,

jednak sam w sobie jest duzo bardziej obszerny. Wyniki z tego rozdziatu zostaly zawarte w
(niecytowanym w rozprawie) przeddruku

e B. Zawalski, Differential characterization of quadratic surfaces, (2023), 14 ss. arxiv.
org/abs/2304.08073,

natomiast rozdzial trzeci, wedle autora, zawiera wyniki otrzymane wspoélnie z Wtadystawem
Jaskinem, jednak zadne os§wiadczenia o wspétautorstwie nie zostaty dotaczone. Przedruk 6w,
niewspomniany w bibliografii, znajduje sie jednak w publicznie dostepnym repozytorium
arXiv.org:

e V. Yaskin, B. Zawalski, On separably integrable symmetric convex bodies, (2023), 15
ss. arxiv.org/abs/2306.17127,



Mimo tego, z uwagi na dwie prace monoautorskie i brak podstaw zaktadania ztej woli,
uznaje wktad doktoranta w powstanie rzeczonych artykutow za istotny i wystarczajacy. Co
nietypowe dla rozprawy doktorskiej, kazdy z rozdzialéw ma wtasng bibliografie.

Geometryczna tomografia oraz przedstawione idee geometryzacyjne sa istotnie wspdlnym
mianownikiem trzech zasadniczych rozdziatow rozprawy, ktore jednak sa od siebie niezalezne
i bazuja na réznych technikach (od geometrii rézniczkowej po algebre przemienna).

Praca napisana jest w jezyku angielskim, co do ktérego nie mam wigkszych zastrzezen.
Wystepuja jedynie drobne polonizmy np. uzycie stowa sum zamiast union na okreslenie su-
my zbioréw. Rozprawa nie zawiera jednego rozdziatu czy sekcji z pojeciami wstepnymi, co
nie utatwia nawigowania. Na przyktad do$¢ zaskakujaco, definicja ciata wypuktego pojawia
sie dopiero na stronie 31 mimo, ze z punktu widzenia tematyki jest to pojecie fundamen-
talne. Autor definiuje transformate Fouriera funkcji catkowalnej, w poprzednich rozdziatach
przechodzac gltadko nad duzo trudniejszymi pojeciami z teorii klas charakterystycznych.

Opis zawartosci rozprawy

Rozdzial 1

Hipoteza izometryczna Banacha zaktada, ze kazda d-wymiarowa przestrzen Banacha, ktorej
wszystkie n-wymiarowe podprzestrzenie przy ustalonym n € {2,...,d — 1} sa wzajemnie
izometryczne musi by¢ przestrzenia Hilberta. Gromow udowodnit te hipoteze w przypadku
parzystych n; niedawna praca Bora et al. z 2020 ustanawia twierdzaca odpowiedz dla n
postaci n = 4k+1 za wyjatkiem mozliwie n = 133. Autorzy jako krok dowodowy ustanawiaja
nowg charakteryzacje elipsoid n-wymiarowych (n = 4k + 1 > 5, n # 133') jako jedynych
symetrycznych cial wypuktych, ktérych przekroje z hiperptaszczyznami przechodzacymi
przez srodek uktadu wspotrzednych sg liniowo réwnowazne ciatom obrotowym. Pozytywna
odpowiedz na to pytanie dla pozostatych n pozwolitaby na dowdd hipotezy geometrycznej
Banacha.

Gléwny wynik rozdziatu I jest zwiazany z powyzszym twierdzeniem/hipoteza: w wy-
miarze n > 4, symetryczne wzgledem zera cialo gwiazdziscie wypukte? o brzegu bedacym
rozmaitoscig klasy C? jest ciatem obrotowym (w sensie afinicznym) o ile tylko kazde prze-
ciecie z hiperptaszczyzna przechodzaca przez 0 samo w sobie jest cialem obrotowym w tym
sensie.

Idea dowodu jest niezmiernie interesujaca. Autor rozpoczyna od obrania punktu p na
brzegu K o dodatnie okreslonej formie podstawowej i bez straty ogélnosci przyjecia, ze to
wladnie zero jest tym punkte. Z uwagi na zalozenie C®, mozna myéle¢ o pewnym otocze-
niu punktu jako o wykresie funkcji f na przestrzeni stycznej do brzegu w tym punkcie,
ktéra spetnia warunek f(z) = 3(z,z) + O(||z||)* (autor nazywa f kanoniczng parametryza-
cja brzegu K w punkcie p; kanoniczno$é¢ odnosi si¢ tu wprost do jedynosci modulo zmiana
bazy ortogonalnej). Nastepnie zasadnicza czesé argumentu staje sie sprowadzenie sytuacji

!To nieoczekiwane obostrzenie zwiazane jest z wyjatkowa grupa Liego E7, ktéra ma rzad 133.
2Zbior zwarty jest gwiefdziscie wypukly (wzgledem zera) o ile tylko odcinek laczacy zero z kazdym
punktem tegoz zawiera si¢ wen.



do przypadku w ktérym czeé¢ jednorodna f rzedu 3, cf, zeruje si¢ na pewnej hiperplasz-
czyznie przestrzeni stycznej (tj. ¢y nie jest nieprzywiedlna). W przypadku n > 5 wynika
to zasadniczo z twierdzenia Bertiniego, jednak przypadek n = 4, jest w mojej ocenie duzo
ciekawszy 1 wymaga odpowiedniej sprawnosci w geometrii rézniczkowej (znajomosci klas
charakterystycznych nad Zs, etc.).

Narracja rozdziatu jest bardzo podobna do tej zawartej w publikacji z ktorej ten po-
chodzi. Uzyty spos6b parcia ku dowodowi, o ile wlasciwy w artykule przeznaczonym dla
ekspertow (wprowadzanie formalnie definicji w ciagu dowodowym, formulowania i dowo-
dzenie lematéw) utrudnia nawigowanie przez duzo wiekszy dokument jakim jest rozprawa.

Rozdzial 11

Drugi rozdzial poswiecony jest rozniczkowej charakteryzacji powierzchni drugiego stopnia.
Doktorant rozwaza funkcje f bedaca lokalnie klasy W3! na pewnym obszarze Q w R"
wykazujac, ze jej wykres jest zawarty w powierzchni drugiego stopnia wtedy i tylko wtedy,
gdy f jest stabym rozwiazaniem uktadu réwnan roézniczkowych czastkowych stopnia 3:

f(3,0)f(0,2)2 . 3f(l,2)f(2,0)f(0,2) + 2f(0,3)f(1,1)f(2,0) _ O7

1
f(0,3)f(2,0)2 _ 3f(2’1)f(0’2)f(2’0) + 2f(370)f(171)f(072) — O ( )

o ile tylko hesjan f nie jest nieujemny na catym obszarze (2. Wyniki tego rodzaju zwigzane sa
z charakteryzacja Blaschkego krzywych stozkowych jako krzywych na ptaszczyznie majacych
krzywizne (Blaschke rozwazal pojedyncze réwnanie czatkowe ale w klasie regularnosci C?).
Metody dowodowe zawieraja uzycie uogédlnionych Wronskianéw oraz dosé¢ zawitych obli-
czen symbolicznych w pierscieniu wielomianéw dwoch zmiennych z rézniczkowaniami czagst-
kowymi. Z racji tego czes¢ obliczen zostala (stusznie) wyekspediowana do programu Mathe-
matica. Autor dotaczyt stosowne notebooki, ktérych mozna uzyé do replikowania obliczen.

Na stronie 24 autor czyni uwage, ze dowodzone twierdzenia maja nature algebraiczng i z
racji tego zachodza mutatis mutandis w przypadku zespolonym dla funkcji holomorficznych
i ze podobne uogoélnienia zachodza w stosunku do wynikéw innych autorow. O ile w pracach
publikowanych takie uwagi sa oczywiscie dopuszczalne, rozprawa doktorska jest miejscem,
w ktérym mozna (a nawet nalezy) zawrze¢ dowody tego rodzaju rozwazan.

Rozdziat 111

Ostatni rozdzial rozprawy zawiera, w mojej ocenie, najbardziej interesujace wyniki. Dok-
torant dokonuje charakteryzacji wielowymiarowych elipsoid (czy nawet kul euklidesowych)
w klasie cial wypuklych o (nieskonczenie) gltadkim brzegu w kontekscie k-rozdzielnej cal-
kowalnosci, ktora to zdefiniowana jest poprzez mozliwo$é zapisania funkcji k-wymiarowej
objetosci izotropowej jako sumy iloczynéw funkcji, gdy jeden czynnik w sktadniku zalezy
tylko od podprzestrzeni k-wymiarowych, ale nie od parametru ¢t a drugi vice versa.

Dowdd zasadniczego twierdzenia podzielony jest na trzy czesci. W pierwszej czesci na-
stepuje algebraizacja problemu w jezyku réwnan wielomianowych by zinterpretowac je jako
elementy pewnej algebry z gradacja zadang przez pewna skonczona grupe cykliczng parzy-
stego rzedu. Nastepnie, rozwigzawszy znalezione réwnania, uzywajac teorii waluacji, autor
odfiltrowuje te, ktére nie niosa istotnych informacji o problemie.



Ocena merytoryczna rozprawy

W mojej ocenie rozprawa doktorska mgr. Zawalskiego jest oryginalna (bynajmniej nie
tylko ze wzgledu swa lekka tematyczng eklektycznosé) z uwagi na szerokie spektrum zasto-
sowanych technik dowodowych. Rozprawa wnosi istotny wktad w teori¢ cial wypuktych, ze
szczegblnym uwzglednieniem tomografii geometrycznej. Tematyka rozprawy jest dobrze osa-
dzona w badaniach prowadzonych w kraju i za granica, a zasadnicze wyniki zostaty bardzo
dobrze naswietlone, co sprawia, ze motywacje rozwazania czesto do$¢ technicznych w wy-
powiedzi twierdzen sa wystarczajaco czytelne. Pragne przy tym nadmienié¢, ze zastosowane
techniki dowodowe wymagaly istotnych trudnosci natury technicznej i wymagaty nabycia
biegtosci w metodach teorii waluacji czy zaawansowanej geometrii rozniczkowej, ktore nie
nalezg do wspoélnego warsztatu matematykow.

Sporadyczne uwagi krytyczne zaprezentowane w niniejszej recenzji w zaden sposoéb nie
umniejszaja wysokiej oceny merytorycznej zawartosci rozprawy. Pan mgr Zawalski wykazat
sie dojrzatoscia w operowaniu zaawansowanym aparatem matematycznym (z geometrii r6z-
niczkowej, topologii algebraicznej, algebry przemiennej) i otrzymat wartosciowe rezultaty.

Konkluzja

Chciatbym stwierdzi¢ jednoznacznie, ze rozprawa doktorstka Pana mgr. Zawalskiego
spetnia wszelkie wymagania Ustawy o stopniach i tytule naukowym z 20 lipca 2018, w
zwigzku z czym, wnioskuje o dopuszczenie Pana mgr. Zawalskiego do kolejnych etapow
przewodu doktorskiego celem nadania stopnia naukowego doktora w dziedzinie nauk $cistych
i przyrodniczych w zakresie matematyka.

(-) dr hab. Tomasz Kania, prof. UJ
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